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ФАНО И ЕГО «КОЛЛЕГИ»: РАСТИМ ДЕРЕВО

Задания, в которых нужно кодировать и
декодировать сообщения при помощи нерав-
номерного двоичного кода либо подобрать
такой код, похоже, прочно «прописались»
на ЕГЭ. И вызывают у учащихся заметные
трудности, поскольку эта тема в учебни-
ках информатики практически не затраги-
вается. А задачи становятся всё сложнее…
Ну что же, – попробуем в них разобраться?
Но сначала – немного теории.

НЕРАВНОМЕРНЫЙ ДВОИЧНЫЙ КОД.
УСЛОВИЕ ФАНО

Кодирование символов при обработке
текстовой информации в компьютере обыч-
но предполагает, что каждому символу все-
гда сопоставляется одинаковое количество
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битов, – например, в кодовой таблице ASCII
каждому символу сопоставляется один байт,
хранящий порядковые номера символов в
этой таблице. Такой способ кодирования
прост и удобен, но он является не самым
оптимальным. Ведь для значительной час-
ти символов используются не все биты от-
веденных под них байтов (часть старших
битов – нулевые), а при наличии в тексте не
всех символов, предусмотренных в кодовой
таблице (например, если текст содержит
только прописные русские буквы), прихо-
дится все равно использовать 8-битный код.

Более компактным является неравно-
мерный двоичный код. В нем количества
битов, отводимых для кодирования симво-
лов, зависят от количества используемых в
конкретном случае различных символов (от
мощности алфавита), а коды, соответству-
ющие разным символам, могут иметь раз-
личную длину в битах. Такой код можно
оптимизировать, если при его построении
исходить из частоты встречаемости различ-
ных символов и присваивать наиболее час-
то используемым знакам самые короткие
коды (как это делается в методе Хаффмана
и при построении дерева Фано).

Главное при кодировании неравномер-
ных кодов – обеспечить возможность одно-
значного декодирования записанной с их
помощью строки. Такое декодирование
обычно производится поочередным выделе-
нием и распознаванием из сплошной после-



Фано и его «коллеги»: растим дерево

27ВПЕРЕДИ ЭКЗАМЕНЫ

довательности нулей и единиц кодов отдель-
ных букв.

Чтобы обеспечить однозначное декоди-
рование текста, закодированного при помо-
щи неравномерных кодов, сами эти коды
необходимо назначать символам в соответ-
ствии с условиями Фано.

Прямое условие Фано. Неравномер-
ный код может быть однозначно декоди-
рован, если никакой из кодов не совпада-
ет с началом (префиксом) какого-либо
другого, более длинного кода. Такой код
называют «префиксным».

Обратное условие Фано.Неравномер-
ный код может быть однозначно декоди-
рован, если никакой из кодов не совпада-
ет с окончанием (постфиксом) какого-
либо другого, более длинного кода. Такой
код называют «постфиксным».

Для однозначности декодирования пос-
ледовательности кодов достаточно выполне-
ния хотя бы одного из двух вышеуказанных
условий Фано:

– при выполнении прямого условия
Фано последовательность кодов однозначно
декодируется с начала;

– при выполнении обратного условия
Фано последовательность кодов однозначно
декодируется с конца.

При решении конкретной задачи на
неравномерное кодирование и декодиро-
вание прежде всего нужно проанализиро-
вать коды, заданные в условии. Если для ис-
ходных кодов выполняется прямое условие
Фано, то его и надо использовать при реше-
нии. Если же прямое условие Фано не вы-
полняется, то нужно проверить выполнение
обратного условия Фано и, если оно выпол-
нено, использовать его.

Далее, в зависимости от выполнения для
имеющегося набора кодов прямого или об-
ратного условия Фано, выбирается направ-
ление декодирования имеющегося кода:

– если для заданной последовательнос-
ти кодов выполняется прямое условие
Фано, то декодирование необходимо вести
с начала (слева направо);

– если для заданной последовательнос-
ти кодов выполняется обратное условие

Фано, то декодирование необходимо вести
с конца (справа налево);

– если выполнены оба условия Фано, то
декодирование можно выполнять в любом
из двух указанных направлений – результат
будет одним и тем же.

ПРОВЕРКА ВЫПОЛНЕНИЯ
УСЛОВИЙ ФАНО

Чтобы проверить, выполняется ли пря-
мое условие Фано, нужно по очереди срав-
нить друг с другом каждую пару кодов по
следующим правилам:

– если оба сравниваемых кода имеют
одинаковую длину в битах, то достаточно
проверить, не совпадают ли они;

– если длина сравниваемых кодов раз-
лична, то проверяется, совпадает ли более
короткий код с началом более длинного кода
(проверка выполнения прямого условия
Фано) или с концом более длинного кода
(проверка выполнения обратного условия
Фано).

В последнем случае проверку кодов мож-
но выполнить следующим способом. Снача-
ла нужно записать более длинный код. За-
тем надо подписать под ним более короткий
код, выровняв его относительно верхнего
кода: для проверки прямого условия
Фано – по левой знаковой позиции, а для
проверки обратного условия Фано – по
правой знаковой позиции.

Пример
Пусть заданы следующие коды букв:

A – 10, B – 11, C – 011. Требуется опреде-
лить, выполняются ли для этого набора ко-
дов условия Фано.

Решение
1. Сравниваем коды букв A и B. Длины

этих кодов равны (оба имеют длину 2 бита).
Сами коды (10 и 11) не совпадают. Следова-
тельно, для этой пары кодов выполняются и
прямое, и обратное условия Фано.

2. Сравниваем коды букв A и С. Длины
этих кодов различны.

2.1. Проверка выполнения прямого ус-
ловия Фано:
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С:   0  1  1
A:  1  0
Код буквы A (более короткий) не совпа-

дает с началом кода буквы C (более длинно-
го). Следовательно, для этой пары кодов
выполняется прямое условие Фано.

2.2. Проверка выполнения обратного ус-
ловия Фано:

С:   0  1  1
A:      1  0
Код буквы A (более короткий) не совпа-

дает с концом кода буквы C (более длинно-
го). Следовательно, для этой пары кодов
выполняется обратное условие Фано.

3. Сравниваем коды букв B и С. Длины
этих кодов тоже различны.

3.1. Проверка выполнения прямого ус-
ловия Фано:

С:   0  1  1
B:  1  1
Код буквы B (более короткий) не совпа-

дает с началом кода буквы C (более длинно-
го). Следовательно, для этой пары кодов
выполняется прямое условие Фано.

3.2. Проверка выполнения обратного ус-
ловия Фано:

С:   0  1  1
B:      1  1
Код буквы B (более короткий) совпал с

концом кода буквы C (более длинного). Сле-
довательно, для этой пары кодов обратное
условие Фано не выполняется.

4. Делаем выводы.
Прямое условие Фано выполнено для

всех возможных в данном наборе пар кодов.
Следовательно, прямое условие Фано вы-
полнено для всего данного набора кодов.

Обратное условие Фано не выполнено
для одной из возможных в данном наборе
пар кодов. Следовательно, обратное усло-
вие Фано не выполнено и для всего дан-
ного набора кодов.

Ответ: для данного набора кодов вы-
полняется прямое условие Фано, но не вы-
полняется обратное условие Фано.

ПОСТРОЕНИЕ ДЕРЕВА ФАНО

Дерево Фано – это удобный и наглядный
способ решения задач, связанных с подбо-

ром неравномерных двоичных кодов. Он
связан с алгоритмом Шеннона-Фано и во
многом – с алгоритмом Хаффмана, который
используется в архиваторах (например, в
ZIP).

Основные принципы построения дере-
ва Фано:

1) учет частоты встречаемости символов
в тексте – чем чаще встречается какой-либо
символ, тем короче для него имеет смысл
назначить код и тем раньше этот символ надо
поместить в дерево;

2) каждый узел дерева Фано порождает
ровно две ветви (то есть дерево Фано явля-
ется двоичным, бинарным), при этом одной
ветви (например, левой) сопоставляется
бит 0, а другой ветви – бит 1;

3) на каждом новом этапе ветвления, кро-
ме самого последнего, одна ветвь может
быть завершена каким-то символом из тех,
для которых генерируются коды, а вторая
обязательно должна служить продолжением
дерева, иначе его не удастся построить для
остальных символов; только два последних
символа рассматриваемого алфавита можно
поместить на концах двух последних ветвей,
тем самым «закрыв» и дерево, и генерацию
кодов;

4) для каждого символа код Фано полу-
чается последовательной записью всех ну-
лей и единиц по кратчайшему пути от вер-
шины дерева к соответствующему символу.

Пример
Пусть в тексте используются буквы А,

Б, В, при этом чаще всего встречается буква
А, а реже всего – буква В. Требуется сгене-
рировать для них наиболее оптимальные
(кратчайшие) коды Фано.

Решение
Сразу начинаем строить дерево, начиная

с исходного узла:

0 1 

На одну из ветвей мы должны «пове-
сить» первый, наиболее часто встречающий-
ся символ А:
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А
0 1 

От второй ветви продолжаем построение
дерева:

А
0 1 

0 1 

Так как наш алфавит состоит всего из
трех символов, и у нас осталось только два
последних, мы можем «закрыть» дерево,
поместив эти два символа на концах только
что построенных ветвей:

А
0 1 

0 1 
Б В

Это, конечно, один из нескольких допу-
стимых вариантов решения – вполне можно
было бы на первом шаге символ А «прикре-
пить» к правой ветви, продолжая построе-
ние через левую, и/или поменять местами
Б и В. Кроме того, когда символов много,
можно и обе ветви дерева отвести на его про-
должение. Но задания ЕГЭ обычно форму-
лируются так, что эти вариации на получае-
мый ответ не влияют, – например, спраши-
вается суммарная длина получаемых кодов.

А теперь можно генерировать для сим-
волов коды Фано, «пробегая» по дереву от
его начала к нужному символу:

А
0 1

Б В 

А
0 1

Б В

А
0 1

Б В

0 1

0 1

0 1

А = 0

Б = 10

В = 11

Ответ: оптимальные коды Фано:
А = 0, Б = 10, В = 11. (Еще раз отметим, что
это – один из возможных правильных отве-
тов, могут быть и другие варианты.)

В реальных заданиях ЕГЭ обычно быва-
ют изначально заданы коды Фано для части
символов. В этом случае нужно при постро-
ении дерева Фано учитывать заданные мес-
та размещения этих символов, «развешивая»
остальные символы на ветвях дерева уже по
своему усмотрению.

А теперь перейдем к примерам задач.

Задача 1. Для кодирования некоторой
последовательности, состоящей из букв А,
Б, В, Г, Д, Е, используется неравномерный
двоичный код, удовлетворяющий условию
Фано. Для буквы А использовано кодовое
слово 0, для буквы Б – кодовое слово 10.
Какова наименьшая возможная сумма длин
всех шести кодовых слов?

Решение
Начинаем построение дерева Фано. При

этом, так как для буквы А задан код 0, левая
ветвь дерева (0) может вести от корня толь-
ко к символу А, тогда как правая (1) послу-
жит продолжению построения дерева:

А
0 1 

Для буквы Б также уже задан код 10. Это
означает, что в правой части дерева новая
ветвь 0 должна приводить к символу Б. Вто-
рую ветвь (1) мы будем продолжать.

А
0 1

0 1 
Б

Теперь заранее заданные коды закончи-
лись, и мы можем свободно выстраивать
оставшуюся часть дерева по своему усмот-
рению. При этом мы будем, прежде всего,
«ветвить» дерево, закрывая символами его
конечные вершины (можно проверить, что
такой способ наиболее оптимален: если на
каждом ветвлении «вешать» на одну из вет-
вей один из символов, то не удастся «зак-
рыть» дерево последней парой):
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А
0 1

0 1
Б 0 1 

0 1 0 1 

В Г Д Е

Дерево Фано построено – выписываем
коды символов:

А = 0, Б = 10, В = 1100, Г = 1101,
Д = 1110, Е = 1111.

Нетрудно видеть, что ни один из четы-
рехзначных кодов не начинается ни с нуля,
ни с 10, и никакие из четырехзначных кодов
не совпадают друг с другом, то есть условие
Фано соблюдено.

Подсчитываем суммарную длину этих
кодов: 1 + 2 + 4 + 4 + 4 + 4 = 19.

Ответ: 19.

Задача 2. По каналу связи передаются
сообщения, содержащие только шесть букв:
А, B, C, D, E, F. Для передачи используется
неравномерный двоичный код, удовлетворя-
ющий условию Фано. Для букв A, B, C ис-
пользуются такие кодовые слова: А – 11,
B – 101, C – 0.

Укажите кодовое слово наименьшей воз-
можной длины, которое можно использовать
для буквы F. Если таких слов несколько, ука-
жите то из них, которое соответствует наи-
меньшему возможному двоичному числу.

В данной задаче уже изначально опре-
делены три кода, а нам нужно достроить еще
три. При этом указано, что для буквы F нуж-
но найти код наименьшей возможной дли-
ны, но есть и еще одно важное условие: этот
код (при наличии нескольких возможных
вариантов, кратчайших по количеству бит)
должен быть еще и наименьшим двоичным
числом из возможных.

Решение
Как и в предыдущей задаче, начинаем с

построения дерева Фано. При этом в ходе
построения сразу «развешиваем» на его
ветвях заданные символы по их известным
кодам.

С
0 1

0 1

А0 1

В
Как были распределены известные сим-

волы, понять несложно. На первом шаге мы
поместили в ветвь 0 символ С, так как для
него задан код Фано, равный 0. На втором
шаге, поскольку код Фано для символа А
равен 11, мы должны этот символ «закре-
пить» на ветви 1, чтобы путь от вершины к
А давал нам две единицы. Ну, а на третьем
шаге определяется и место для символа В:
его код задан как 101, значит, после ветвле-
ния по ветви 1, а потом по ветви 0 нужно В
поместить на конце ветви 1.

Теперь строим новое ветвление от левой
(оставшейся свободной) ветви:

С
0 1 

0 1

А 0 1 

В 0 1 

Очевидно, что поскольку код для буквы
F должен, по условию, быть кратчайшим,
именно эту букву нужно закрепить сразу на
одной из этих двух только что построенных
ветвей. Но на какой – на 0 или на 1?
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Вот здесь-то и становится важным вто-
рое требование: код буквы F должен быть
наименьшим двоичным числом. А раз так, мы
должны использовать ветвь 0, а не ветвь 1:

С
0 1 

0 1 

А0 1

В 0 1 

F

Остальные коды символов нас в условии
задания не интересуют, но можно и достро-
ить дерево, включив в него эти символы
(D и E), – например, так:

С
0 1 

0 1 

А 0 1 

В 0 1 
F

0 1 

D Е 
А теперь генерируем по построенному

дереву искомый код Фано для символа F:

F = 1000 
С

0 1

0 1 

А0 1

В0 1 
F

0 1 

D Е

Ответ: 1000.

Задача 3. В сообщении встречается 50
букв А, 30 букв Б, 20 букв В и 5 букв Г. При
его передаче использован неравномерный

двоичный префиксный код, который позво-
лил получить минимальную длину закоди-
рованного сообщения. Какова она в битах?

В этой задаче нет изначально заданных
кодов, но зато учитывается частота встреча-
емости букв. Напомним, что термин «пре-
фиксный» означает, что речь идет о прямом
условии Фано. Спрашивается же общая дли-
на в битах получаемого сообщения, закоди-
рованного с использованием полученных ко-
дов Фано.

Решение
Сначала нам не важны конкретные ко-

личества букв – важна только общая статис-
тика, чтобы выстроить буквы по порядку
уменьшения частоты их встречаемости в
тексте. В нашем случае этот порядок уже
задан: А, Б, В, Г, но, вообще говоря, могут
встретиться и задания, где правильный по-
рядок букв придется выстроить самому.

Теперь «выращиваем» дерево Фано, на-
чиная с самых частых букв к менее частым:

0 1

А
0 1

Б 
0 1

В
Г

Теперь определились коды букв: А – 0,
Б – 10, В – 110, Г – 111. (Коды могут быть и
другими – важно, что для более частых букв
коды должны быть короче.)

Наконец, определяем общую длину со-
общения в битах:

50 букв А с кодом из 1 бита + 30 букв Б с
кодом из 2 бит + 20 букв В с кодом из 3 бит +
5 букв Г с кодом также из 3 бит = 50 1 +
30 2 + 20 3 + 5 3 = 50 + 60 + 60 + 15 =
185 бит.

Ответ: 185 бит.
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